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درجه آزادی آرایه به معنای شود.  یپرداخته مدر جهت یابی منابع  یتنک از نقطه نظر درجه آزاد یخط نهیبه هیآرا یدبن مقاله به فرمول نیدر ا - چکیده

 است، به عبارت هیآرا دمانیوابسته به چ هیآرا یدرجه آزادتعداد اهداف قابل کشف در آرایه است و افزایش آن به بهبود دقت جهت یابی منجر می شود. 

 یراه حل یزادمساله درجه آ یمقاله ضمن فرمول بند نیداشت. در ا میخواه یمتفاوت یها یعناصر، درجه آزاد دمانیمختلف چ یگشتهایجا یبه ازادیگر 

ت. شده اس سهیمقا ریشده در چند سال اخ فیتعر یبا هندسه ها نهیهندسه به تیدر نها ارائه شده است. یدرجه آزاد نهیشیبا ب هیآرا دمانیچ افتنی یبرا

شها رو ریثابت نسبت به سا یدرجه آزاد یبه ازا حسگرکم شدن تعداد  ایو  کسانی حسگرهایتعداد  یبه ازا یحل مساله نشان از بهبود درجه آزاد جینتا

 .ددار

 .منابع یابیجهت  ،ی، درجه آزادباینری خطی ،یتنک خط هیآرا -کلید واژه

 

 مقدمه -1

ها در سال های اخیر از حسگرجهت یابی منابع به کمک آرایه ای از 

و سوناری بوده  پردازش سیگنالهای راداریمباحث جذاب در حوزه 

ت. اس ارائه شدهبرای جهت یابی منابع  است. الگوریتم های مختلفی

می باشد.  ]MUSIC ]9از مهمترین الگوریتم ها در این حوزه الگوریتم 

 تشکیل زیرفضای نویز و هدف و تعامد بین این بر این الگوریتم مبتنی

 حسگر 𝑁خطی یکنواخت به کمک دو زیرفضا بنا شده است. در آرایه 

𝑁قادر به جهت یابی حداکثر  −  هدف می باشیم. به تعداد اهداف  1

 یاطلاق م هیآرا (DOF)یاصطلاحا درجه آزاد هیقابل کشف توسط آرا

و متناسب با آن هندسه مربوطه  نهیشیب یشود. استخراج درجه آزاد

مورد توجه بوده  ربازیاز د یوتریکامپ یجستجو یبه کمک روشها

 هیبه توسعه آرا یتفاضل هیخود آرا لیبه کمک تشک ]۶[در .]۵-8[است

 پرداخته شده است. اهدافتعداد  شیو افزا

نویسندگان به معرفی ساختاری تحت  ]9۵[و سپس  ]7[در 

پرداخته اند به کمک ساختار خود آرایه تفاضلی درجه   Nestedعنوان

می باشد. 𝑁2 ر معرفی شده از مرتبه حسگر در ساختا 𝑁آزادی آرایه با 

 به ازای برخی از درجات آزادی ساختار هندسه بهینه  ]7[در مرجع 

Nested  به معرفی ساختار  ]2[معرفی شده است. درCoprime 

ها از یکدیگر حسگرفاصله  Coprimeدر ساختار  پرداخته شده است.

تار ها کمتر است. این ساخحسگربیشتر بوده و لذا اثرات تزویج متقابل 

 𝑁و  𝑀تشکیل شده است، که  حسگر 𝑁و  𝑀از دو زیر ساختار دارای 

نسبت به یکدیگر اول هستند. درجه آزادی آرایه در این ساختار از 

 است.  𝑀𝑁مرتبه 

متعدد دیگری برگرفته از  یپس از معرفی دو ساختار اخیر ساختارها

ساختارهایی مبتنی بر  ] 9۴-1[این دو ساختار ارائه شدند. در 

Coprime  91[جهت بالا بردن درجه آزادی معرفی شده است. در[ 

به معرفی ساختاری برای  Nestedنیز نویسندگان بر مبنای ساختار 

به معرفی  ]99[بهبود درجه آزادی پرداخته اند. نهایتا در مرجع 

جهت افزایش درجه آزادی پرداخته  Coprimeساختاری مبتنی بر 

است و نشان داده شده است که ساختار فوق از درجه آزادی  شده

 .بالاتری نسبت به سایر روشها برخوردار است

چینش بهینه به منظور ساختارهای معرفی شده مساله  هیچ یک ازدر 

بیشینه کردن درجه آزادی آرایه که به بهبود دقت جهت یابی نیز 

دی نشده است. منجر می شود، به عنوان یک مساله ریاضی فرمول بن

در این مقاله ابتدا به فرمول بندی مساله جهت یابی بر مبنای مدل 

خود آرایه تفاضلی پرداخته می شود، سپس ارتباط درجه آزادی آرایه 

 چینشبا هندسه آرایه بیان می گردد. پس از آن به فرمول بندی 

بهینه پرداخته شده و درنهایت روش حل مساله مرور می گردد. در 

نهایت نیز درجه آزادی آرایه بهینه با ساختارهای معرفی شده مقایسه 

 می شود. 

 یتفاضل هیمنابع به کمک مفهوم خود آرا یابیجهت  -8
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𝑁 را روی یک خط راست در نظر بگیرید. با فرض آنکه بردار  حسگر

باشد، بردار سیگنال دریافتی  𝒙(𝑡)هدف  𝐾  سیگنال ارسالی توسط

 .]۶[( می باشد9) ها بصورت معادلهحسگرتوسط تمام 

(9) t =0,1,2,…          𝒚(𝑡) = 𝑨𝒙(𝑡) + 𝒏(𝑡)    

𝒏(𝑡)  سیگنال ارسالی توسط  بردار و بودهبیانگر نویز جمع شونده

𝒙(𝑡)، بصورت  اهداف = [𝑥1(𝑡)  𝑥2(𝑡) . . . 𝑥𝐾(𝑡)]  و ماتریس𝐴  به 
 صورت زیر تعریف می شود. 

(8) 𝑨 = [𝒂(𝜃1)   𝒂(𝜃2) . . . 𝒂(𝜃𝐾)]  

𝒂(𝜃) .بیانگر بردار هدایت آرایه بوده و بصورت زیر تعریف می شود 

(3       ) 𝒂(𝜃) = [1   𝑒−𝑗2𝜋
𝑑1
𝜆

𝑠𝑖𝑛(𝜃) . . .  𝑒−𝑗2𝜋
𝑑𝑁

𝜆
𝑠𝑖𝑛(𝜃) ]

𝑇

 

 

طول موج  𝜆اول و حسگرام از   𝑖 حسگرفاصله   𝑑𝑖( 9در معادله)

سیگنال دریافتی است. در روش های مبتنی بر زیرفضا به کمک تجزیه 

( جهات منابع ۴ماتریس کواریانس سیگنال دریافتی بصورت معادله)

 شوند.می استخراج 
(۴                    )𝑹𝒚 = 𝑨𝑹𝒙𝑨𝐻 + 𝑹𝒏  

 
یس های همبستگی به ترتیب ماتر 𝑹𝒏و  𝑹𝒚  ،𝑹𝒙در معادله بالا 

مبسته ه سیگنال دریافتی، سیگنال اهداف و نویز می باشد. با فرض نا

مدل خود آرایه تفاضلی  ]۶[بودن سیگنال اهداف بر اساس مرجع 

 :( است۵سیگنال دریافتی بصورت معادله)

(۵                    ) 𝒓 = 𝑣𝑒𝑐(𝑹𝒚) = (𝑨∗ ⊙ 𝑨)𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑹𝑥) + 𝜎2𝒊  

𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑹𝑥) شامل عناصر روی قطر اصلی ماتریس یبردار𝑹𝑥 است، 

واریانس  𝜎2 دو ماتریس است. Khatri–Raoبیانگر ضرب  ⊙عملگر

عملگری است که ستونهای ماتریس را زیر   ()𝑣𝑒𝑐نمونه های نویز و 

𝒊هم قرار می دهد، همچنین  = 𝑣𝑒𝑐(𝑰)  . 

 است.  𝜆/2 ها بصورت ضریبی از حسگرفاصله 𝑆 در آرایه تنک خطی 

 را بصورت زیر تعریف می کنیم. 𝑆 وابسته به 𝑎𝑛دنباله 
(۶                    )   𝑎𝑖 = {

0               𝑖 ∉ 𝑆       
1            𝑖 ∈ 𝑆       

  
می باشد و لذا می  Sبیانگر محل حسگرها در آرایه 𝑎𝑖 در واقع دنباله 

 اصرعنتوسط ها در آرایه خود تفاضلی حسگر محل توان ثابت نمود که

𝑐𝑛 غیر صفر  =  𝑎𝑛 ∗ 𝑎−𝑛که در آن عملگر  ]7[مشخص می شود∗ 

درجه آزادی آرایه بنا به تعریف طول بزرگترین  بیانگر کانولوشن است.

از قسمت پیوسته  منظور .]7[می باشد𝑐𝑛 پیوسته دنباله قسمت

است که اعضای متوالی   𝑐𝑛از عناصر ای لی زیر مجموعهخودآرایه تفاض

 آن یک واحد اختلاف داشته باشند، و زیر مجموعه فاقد صفر باشد.

عدد با چینش  ۶یکسان یعنی  حسگر( دو آرایه با تعداد 9در شکل)

های مختلف نمایش داده شده اند. خود آرایه تفاضلی مرتبط نیز 

در آرایه خود  حسگروجود  نمایش داده شده است. نقاط توپر بیانگر

ه می باشد. همانطور ک حسگرفاضلی و نقاط ضربدر بیانگر عدم وجود ت

 دریکی از آرایه هاپیوسته  قسمتملاحظه می شود، طول بزرگترین 

می باشد. لذا درجه آزادی آرایه وابسته به  87و در دیگری   89

 چیدمان آرایه است.

 
 الف

 
 ب

 ب()الف و : مقایسه دو آرایه از نقطه نظر درجه آزادی9شکل 

 نهیبه هیآرا یفرمول بند -2

با توجه به آنچه ذکر شد، آرایه بهینه از نقطه نظر درجه آزادی آرایه 

ته پیوس قسمتمشخص بزرگترین  حسگرای است که به ازای تعداد 

چنین آرایه ای پاسخ مساله بهینه  وابسته به 𝑎𝑛را داشته باشد. دنباله 

 سازی زیر است.

(7                  )
𝑎𝑜𝑝𝑡𝑖𝑚𝑢𝑚 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥]𝑎𝑛 ∗ 𝑎−𝑛[

𝑠. 𝑡.          ∑ 𝑎𝑖𝑖 = 𝑁
  

.[( عملگر 7در معادله )  بیانگر بزرگترین قسمت پیوسته دنباله است. ]

فرمول بندی فوق نامانوس و غیرخطی است. اگر جستجو را به آرایه 

 ]RMRA(Restricted Minimum Redundancy Array) ]98های 

برابر طول دنباله  (DOF)  پیوسته  قسمت که در آنها طول بزرگترین

𝑐𝑛 (معادل است.2( با مساله)7است محدود کنیم،آنگاه مساله ) 

(2) 
𝑎𝑜𝑝𝑖𝑚𝑢𝑚 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥|𝑐𝑛|        , 𝑐𝑛 = 𝑎𝑛 ∗ 𝑎−𝑛

𝑠. 𝑡.          ∑ 𝑎𝑖𝑖 = 𝑁      ,  𝑐𝑛 > 0    ∀𝑛 = −(|𝑐𝑛| − 1)/2, . . . , (|𝑐𝑛 | − 1)/2 
  

.|عملگر   بیانگر طول دنباله است.  |

 مشخص حاصل حسگر( بیان می کند در آرایه بهینه با تعداد 2مساله)

دنباله آرایه با خودش در تمام تاخیرها بایستی مثبت شود.  کانولوشن

مساله فوق همچنان یک مساله غیرخطی است.لذا با رویکرد جدیدی 

زادی را به فرمول بندی مساله می پردازیم. در این رویکرد درجه آ

 می پردازیم. با حسگرفرض می کنیم و به حداقل سازی تعداد  معلوم

𝑎𝑛 خروجی کانولوشنتوجه به تقارن زوج  ∗ 𝑎−𝑛  می توان قید را روی

می  | 𝑐𝑛|قرار داد.همچنین درجه آزادی آرایه برابر  𝑛مقادیر مثبت 

 ( بازنویسی می شود.1( بصورت مساله )2با این توصیف مساله ) باشد.

𝑀با فرض  = (𝐷𝑂𝐹 +  داریم. 2/(1
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 (1)
𝑚𝑖𝑛 ∑ 𝑎𝑖

𝑀
𝑖=1

s.t.      ∑ 𝑎𝑖𝑎𝑖+𝑛
𝑀
𝑖=1 > 0        ∀𝑛 = 0, . . . , 𝑀 − 1  

 

( یک مساله باینری غیرخطی است که در حالت کلی به روش 1مساله)

در اینجا با یک تغییر متغیر به صورت حل می شود.  ی کل فضاجستجو

ولی با ابعاد بزرگتر تبدیل می ابتکاری مساله را به یک مساله خطی 

 می توان با تعریف متغیرکمکی وابسته کنیم. 

     𝑧𝑖,𝑖+𝑘 = 𝑎𝑖𝑎𝑖+𝑘 مساله را به یک مساله  و تعریف قیدهای جدید

  .( تبدیل کرد91)بهینه سازی باینری خطی به صورت مساله

(91)

1
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( در قیود مساله 1بهینه مساله )راحتی می توان ثابت کرد که پاسخ به 

ر د ( صدق می کند و برعکس، و لذا دو مساله معادل یکدیگرند.91)

( 91می باشد. در مساله) 𝑀متغیرها و قیدها برابر  تعداد (1مساله )

𝑀تعداد متغیرها برابر  +
𝑀(𝑀+1)

2
 ی مساله بهینه سازیو تعداد قیدها 

𝑀2برابر  + 𝑀 +
𝑀(𝑀+1)

2
مدلسازی مساله باشد. مزیت  می 

مساله باینری خطی این دسته مسائل در قالب که  ( آنست91بصورت)

به کمک الگوریتم سیمپلکس و روش کران این مسئله را ما  .دنمی باش

ازای مقادیر مختلف درجه ه این الگوریتم ب می کنیم.حل  و شاخه

 87. بعنوان مثال اگر برای درجه آزادی ای داردآزادی پاسخ بهینه 

می  (8)با چیدمان شکل حسگر ۶ ریتم اجرا شود نتیجه حاصلهالگو

 باشد.

 
 المان از نقطه نظر درجه آزادی ۶: چینش بهینه 8شکل 

حسگر را در نظر بگیریم نتیجه  91با  ایهمچنین اگر چیدمان آرایه 

نشان داده  (9)جدول  و بهینه در Nested ،Coprimeبرای روش های

 شده است.
 حسگر با هندسه های مختلف 91چینش  (9جدول)

 نوع چینش ایهرهندسه آ
𝑆 = {1,2,3,4,5,6,12,18,24,30} Nested 

𝑆 = {0,1,3,6,13,20,27,31,35,36} Optimum 
𝑆 = {0,3,5,6,9,10,12,15,20,25} coprime 

 

 نهیربهیز یبا ساختارها سهیمقا -3

در این بخش به مقایسه ساختار بهینه با سایر ساختارهای معرفی شده 

در رسیدن به درجه آزادی  حسگراز نقطه نظر بهبود در کاهش تعداد 

مشخص و بهبود دقت جهت یابی می پردازیم. نکته ای که بایستی به 

که در روش فوق به ازای هر درجه آزادی  آن توجه داشت آنست

می گردد. در حالی که در ساختار های معرفی  ساختار بهینه ای ارائه

ای  بهینه شبه بهینه و یا شده پیشین به ازای هر درجه آزادی ساختار

 بر اساس coprimeساختار آرایه  .ود نداردجو
 ]99[پیشنهادی در مرجع Complementary Coprime Arrayساختار

 .صورت گرفته است، که به تازگی منتشر شده
( همانطور که مشاهده می کنیم، به ازای درجه آزادی 8)جدولدر 

و  Coprime ،Nestedهای استفاده شده در آرایه حسگریکسان تعداد 

مشاهده می شود  (8جدول)همانطور که در استخراج شده است.  بهینه

به ازای برخی از درجات آزادی  Nestedو  Coprimeدر چینش 

نمایش داده  Nول با حرف ساختاری وجود ندارد. این موضوع در جد

  .شده است
 ( مقایسه درجه آزادی آرایه های مختلف8جدول)

 
987 

 
999 

 
29 

 
79 

 
۵7 

 
91 

 
99 

 
99 

DOF 
arrry 

type        
9۶ N. N. 99 99 N. 2 N coprime 

9۵ 9۴ 98 98 N 8 N 7 Nested 

9۴ 99 99 91 1 2 7 7 Proposed 

 

ه تخمین زاویمربوط به مقدار باند کرامر رائو  دیگریدر شبیه سازی 

با  حسگر 91استخراج شده است برای آرایه شامل  ]99[ورود که در 

در  مقایسه شده است. (9ذکر شده در جدول) چینش های گوناگون

به ازای نسبت های درجه  -91در زاویه مذکور (مقدار باند9شکل)

ان همانگونه که شکل نش متفاوت سیگنال به نویز مقایسه شده است.

 می دهد دقت جهت یابی چینش بهینه از سایر چینش ها بهتر است.
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 SNRبر حسب نسبت  آرایه های مختلفدقت جهت یابی به کمک : مقایسه 9شکل

دقت جهت یابی برای ساختارهای   SNR=0dB( به ازای۴در شکل)

شبیه سازی شده  ]-۴1:۴1[محدوده زاویه  رد حسگر 91مختلف با 

 پیشنهادیاست. نتایج شبیه سازی نشان می دهد چینش بهینه 

 یتر عملکرد مناسبنسبت به سایر روشها ازلحاظ دقت جهت یابی 

نکته قابل توجه آنست که آرایه بهینه در بدترین وضعیت از سایر  دارد.

 چیدمان ها در بهترین وضعیت دقت بهتری دارد.

 
بر حسب زاویه ورود های مختلف آرایهدقت جهت یابی به کمک  مقایسه: ۴شکل  

لازم به ذکر است که با روش جستجوی کامل نیز می توان چیدمان 

بهینه از نظر درجه آزادی را یافت اما روشن است که این جستجو از 

پیچیدگی محاسباتی بسیار برخوردار بوده و به زمان بسیار زیادی نیاز 

 کمک جستجویدر یک مقایسه بین استخراج چینش بهینه به  دارد.

 =DOF ۴9( به ازای91کامل فضا و استخراج به کمک حل مساله )

. ثانیه بود. ۵و  9۵به ترتیب یکسان  زمان حل مساله با سخت افزار

  این نشان از حجم پایین تر محاسبات در روش پیشنهادی دارد.

حسگر می  81ثانیه به آرایه ای با  997پس از  DOF=919برای

رسیم،در حالی که به روش جستجوی کل فضا سخت افزار بدلیل حجم 

به  نتایج بالای شمارش نمی تواند به پاسخ مناسب دست پیدا کند.

 طور خلاصه در جدول ذکر شده است.
 زمان اجرای الگوریتم به کمک روش پیشنهادی و روش رایج( مقایسه 9جدول)

 ۴9 919 
 81ثانیه جهت دستیابی به  997 ثانیه  .۵ روش پیشنهادی

 حسگر
جستجوی کل 

 فضا
9۵ 

 ثانیه
 غیر قابل دستیابی

 

 نتیجه گیری -4

در این مقاله به فرمول بندی ریاضی چینش بهینه آرایه خطی تنک از 

نقطه نظر درجه آزادی پرداخته شد. مساله بصورت یک مدل مساله 

بهینه سازی باینری غیر خطی استخراج شد و سپس با یک روش 

 یلمسائ نیمرسوم حل چن یو با روش ها دهیگردابتکاری مساله خطی 

حجم محاسبات حل مساله از حجم جستجوی کل فضا بسیار  .حل شد

کمتر است. مقایسه ساختار بهینه مطرح شده با سایر ساختارهای 

مشخص دارد.  حسگرمعروف نشان از بهبود درجه آزادی با تعداد 

همچنین در ساختار اخیر قادر به دستیابی به هر درجه آزادی با 

ر روش های پیشین به حالی که د درحداقل تعداد حسگر هستیم، 

زادی، امکان یافتن چیدمان میسر نبود. علاوه بر این، آازای هر درجه 

نشان داده شد که آرایه مبتنی بر چیدمان بهینه پیشنهادی از نظر 

رائو( نیز بهتر از روش های دیگر -دقت زاویه یابی)بر اساس باند کرامر

 آن کمتر است. بوده و خطای زاویه یابی
. 
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